Apprendre son cours : la convexité

Définition d’une fonction convexe

Formule généralisée avec toutes les hypotheses.

Caractérisation dans le cas f dérivable? dans le cas f deux fois dérivable?
Position des cordes ? des tangentes?
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5) Montrerque VxeR e 2>21+x
6) Vraiou faux?
a) toute fonction convexe sur | admet un minimum sur |.
b) toute fonction f impaire, convexe et deux fois dérivable sur R vérifie f"=0sur R .
c) la fonction arctan est convexe sur R .
d) toute fonction qui n’est pas convexe est concave.
e) si f est convexe sur R, alors la fonction g définie par g(x)= f(—x) est concave
f) si f est convexe de | dans J et g est convexe de J dans K, alors gof est convexe.
g) la fonction valeur absolue est convexe sur R .
h) si f est convexe sur | alors la fonction g définie par g(x)=exp(f(x)) est convexe sur I.
i) si f est convexe et strictement positive sur | alors la fonction g définie par g(x) = f(lx)
est convexe sur |.
j) si f est convexe sur | et a € R, alors la fonction g définie par g(x)=af(x) est convexe
sur .
7) a) Soit ne N at a,.,a,,...,a, nréels strictement positifs; montrer que ta Qs .. Za

. +1
b) Démontrer que VneN", &nl< nr
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8) Montrer que Vxe[l,l}, Inx>——(x—1)
e

9) Montrer que VxeR’, Inx< X
e

_Xz

10) Déterminer la concavité de la fonction f(x) =e ? ; préciser ses points d’inflexion ainsi que la
tangente a la courbe en ces points.

11) On pose f(x)= nx ; déterminer le domaine de f et étudier sa concavité; préciser ses points
nx

d’inflexion ainsi que la tangente a la courbe en ces points.

12) Montrer que  Vx e[1,2], J}z(ﬁ—l)x +2-42

13) Montrer que VxeR,, x’>3x-2

14) Montrer que Vxe[o,%}, Arctanngx

1 V4
15) Montrer que VxeR_, Arctanxﬁgx + et VxeR,, Arctanx<x



Correction

1 a 4) dans le cours

5) La fonction exp est convexe sur R et donc sa courbe est au dessus de ses tangente; I'’équation
de latangente en 0 est y=x+1, d’'ou le résultat.

6) a) Faux, il suffit de prendre la fonction exp qui n’a pas de minimum ( rappel est minimum est une
valeur atteinte par la fonction)
b) Vrai: si f est impaire , sa fonction dérivée est paire et sa fonction dérivée seconde est impaire;

de plus f">0 car f est convexe sur R;onadonc VxeR, f"(x)=—f"(—x) et ces nombres
sont tous deux positifs, donc ils sont nuls. Finalement f"=0. et donc f est affine f(x)=ax+b)
o —2x
c) Faux : Arctan est deux fois dérivable sur R et arctan"(x)=-——— ; donc arctan est convexe
(1+ xz)
sur R_etconcave sur R, .

d) Sur R cos n’est ni convexe ni concave.
e) Faux : calculons pour A €[0,1]

g(Ax+(1-2)y)= f(~(Ax+(1=2)y))= F(A(=0)+(1=2)(=y)) S A (=) + (1= 2) f (~y) car fest
convexe sur R ; onadonc g(Ax+(1-1)y)<Ag(x)+(1-2)g(y) : g est convexe sur R .

NB : si on sait que f est deux fois dérivable, on peut utiliser la caractérisation utilisant la dérivée
seconde: g'(x)=—f"(-x) et g"(x)=f"(-x),or f">0 doncg">0.

f) C’est faux: on a prouvé ensemble que si g est décroissante convexe et et f convexe alors
go f estconcave.

g) Vrai : soient deux réel x ety et A e [0,1] . par inégalité triangulaire :
| Ax+(1=2)y] <[ Ax +|(1- 1)y = A+ (1= A)|y] car 120 et1-120.

h) oui car exp est une fonction croissante et convexe: on écrit
f(ﬂ,x +(1- l)y) <Af(x)+(1-2)f(y) car f convexe, puis on compose par exp qui est croissante:
exp[f(/‘tx+(1 — /l)y)] <exp| Af(x)+(1=2)f(y)] et enfin on utilise que exp est convexe:

exp[ Af (x)+(1=2) f(y)] < Aexp(f(x))+(1-A)exp(f(y)); on a bien prouvé que expe f est
convexe.
i) faux, prendre par exemple sur I =R’ : f(x)=x*—-2x+2=(x—-1)"+1>0, alors

2(«* = 2x+2)(3(x-1)-1)
(x*—2x+2)'

1
X —2x+2°

—2x+2
g'(x)=———— etg"(x)=

(2 —2x+2)

g(x) qui n’a pas un

signe constant.

j) af est convexe si a positif ( ou nul) et concave sinon car alors en multipliant par a on change le
sens de l'inégalité.
7) a) La fonction In est concave sur R, donc

n n n n 1/”
ln(lZal) > lZln(ai) =Y In(a")= ln((Hal) J ; par croissance du In, on a le résultat:
n i n i i=1 i=1
Yaa,..a, Sliai .
=

\ +1 -
b) Il suffit de choisir a, =i, alors 2"1’ = n(n2 ) et Hai =n!
i=1 i1




8) On a exprimé que la courbe est située au dessus de sa corde ( In est concave) entre les points
1

A(—,—l) et B(1,0).
e

9) Bien sdr il fallait lire Vx € R, pour que In x existe...on a exprimé que la courbe est au dessous
de sa tangente au point d’abscisse e.
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10) cette fonction est de classe C” sur Ret f"(x)= (x2 - l)eT donc f est convexe sur |—e,—1] et

sur [1,+°°[ et concave sur [—1,1]. f est paire donc on peut restreindre son étude a R, . lly a un

point d’inflexion d’abscisse 1 car la dérivée seconde s’annule et change de signe; I'’équation de la
-1 -1 -1

tangente en ce pointest y=—e? (x—1)+e? =e2 (—x+2).

11) f est définie sur D =R, —{1} ; cette fonction est de classe C~ sur D, on trouve

fv(x):_é2 ot f'.(x):w

x(Inx) [x(lnx)2 T

est convexe sur 0,e” | et sur [1,++| et concave sur [e”.1].
II'y a un seul point d’inflexion car en 1 la fonction n’est pas définie.

ccomme Inx>20& x>1 et hx+220 x>e7, f

en A d’abscisse ¢, I'équation de la tangente est y = 4;2 (x— e‘2)—% .
12) La fonction racine est concave sur R, , on a écrit ici qu’elle au dessus de la corde joignant les
points d’abscisses 1 et 2.

13) La fonction cube est convexe sur R, , on a écrit ici qu’elle au dessus de la tangente au point
d’abscisse 1.

14) La fonction arctan est concave sur R, , on a écrit ici qu’elle au dessus de la corde joignant
les points d’abscisses 0 et 1.

15) La fonction arctan est concave sur R, , on a écrit ici qu’elle au dessous de la tangente au
point d’abscisse1, puis on a écrit qu’elle est au dessous de la tangente au point d’abscisse 0.



